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Riassunto. Abbiamo considerato il problema della regolarità delle soluzioni de- 
boli della seguente equazione differenziale 


mo N mo 
> Or; (ai,j(2)0z;u) + > bi,jT:0z;u- Qu= Y dx;F;(2), 


i.j=1 i,j=1 j=1 


dove 2 = (x,t) ERN+1,0<mo < N and F; e IP(RN+) per j=1,..., mo. 
I nostri principali risultati sono una stima a priori del tipo 


no 
Oz; ullp < c (È [Fxllo + lu) per ogni p > 1, 


k=1 


e per j= 1,... ,mo, e la regolarità hòlderiana di u. 

Abbiamo provato il primo risultato, supponendo che i coefficienti a;,j apparten- 
gano ad una opportuna classe VMO, utilizzando le tecniche introdotte da Chia- 
renza, Frasca e Longo in [4], per gli operatori ellittici in forma di non divergenza. 
Il secondo risultato è conseguenza del primo e di una formula di rappresentazione 
basata sulla espressione esplicita della soluzione fondamentale dell’operatore “con- 
gelato”. 


Abstract. In this note we are concerned with the interior regularity of the weak 
solutions of the second order differential equation 


mo N ì Mo 
), dx; (a;,;(2)z; u) st ;» bi jtd; — gu= Sd Fij(z), 


i,j=1 i,j=1 j=1 


where 2 = (x,t) ERN+1,0< mo < N and F;e IP_(RN+!) forj=1,... mo. 
Our main results are a local estimates like 


mo 
Oz; ull» < e (© Fxllo + hi) for allp> 1, 


k=1 


and for j = 1,... ,mo, and the Hòlder continuity of u. 

We proved the first result under a suitable VMO assumption on the coefficients 
Gi,j, by using the technique introduced by Chiarenza, Frasca and Longo in [4], 
for the elliptic operators in non-divergence form. The second result follows from 
the first one and from a representation formula based on the explicit fundamental 
solution of the “frozen” operator. 
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1 Introduzione 


I risultati di questo seminario sono stati ottenuti in collaborazione con Maria Man- 
fredini. 

Abbiamo studiato il problema della regolarità hòlderiana delle soluzioni deboli 
della seguente equazione differenziale 


mo N mo 
Lu= YO de;(0;;(2)0,u) +) bi;c:0,;u— Qu= LA: (1.1) 
ij=1 ij=1 j=1 
dove z = (2,1) € RNH1,0 < mo < Ned F; € L{(RN#!) per j = 1,... Mo, 
supponendo verificata la seguente 


IPoTESI H La matrice Ao(2) = (ai;(2));;-1...mo è simmetrica ed esiste p > 0 tale 
che 
pu Nel? < (Ao(2)6, €) < ulel? 
per ogni 2 € R+! e per ogni £ € R”°. 
Rispetto ad una opportuna base di RN la matrice B = (Bid)igni N assume la 
forma 


0 Bi 0 ... 0 

0 0 B.... 0 
Belli ii 

00 0 ... B. 

00 0... 0 


dove ogni B; è un blocco mj-1 X m; di rango m;, per j = 1,2,...,r, con mo > Mi 2 
..>m>ledmo+mi+...+m,= N. 


Per abbreviare le notazioni, scriveremo l’equazione (1.1) nel modo seguente 
div(A(2)Du) +Yu= div(F), 
dove F = (F1,--- 1 Fmo:0,.-- :0))Yu= (x, BDu) — d;u ed A è la matrice N x N 


Aefinifa da 
du) ( dar ) (12) 


Inoltre indicheremo con Y* l’aggiunto di Y (Y* = —Y in quanto tr(B) = 0). 
Diciamo che u è soluzione debole di (1.1) in un aperto  C RN+! se esiste g > 1 
tale che u, dx,» Arm E Lioc(0) e 


> Imo 


facDua), Did: - fari fe), Dvd 
Q Q Q 


per ogni 4 € C6°(0). 
Enunciamo ora i principali risultati di questo seminario, per le notazioni precise 
rimandiamo al paragrafo 2. 
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TEOREMA 1.1 Sia Q un aperto diRN+! e sia u soluzione debole in Q dell’equazione 
div(A(z,t)Du)+(r,BDu)-du= div(F). 


Supponiamo che l’operatore L verifichi l’Ipotesi H, che a;j € VMOrL per i,j = 
1,... mo e che u,F; € LP(Q) perj=1,...,mo, con p €]l,c0[. Allora, per ogni 
J=1,...,mo risulta Oz; u € Lixe(0) e per ogni compatto K C 2 esiste una costante 
positiva c,, che dipende solo da p,K,9 e dall’operatore L, tale che 


0x;u; IK) < 1 (© IF; Z?(9)]| + [lu; 01) (1.3) 


k=1 


TEOREMA 1.2 Sia Q un aperto di RN+! e sia u soluzione debole in Q dell’equazione 
div(A(7,t)Du)+(r,BDu-du= div(F). 


Supponiamo che l’operatore L verifichi l’Ipotesi H, che a;j € VMOL per i,j = 
. DL... mo e che u, F;j € IP(Q) perj = 1,...,mo, conp> Q+2. Allora, per 
ogni compatto K C © esiste una costante positiva cz, che dipende solo da p,K,9 e 
dall’operatore L, tale che 


pen pr <a (© LF; L°(9)]] + |; 201) (1.4) 
oz P k=1 


per ogni z,( € K,z#(. 


In precedenti lavori abbiamo ottenuto vari risultati per gli operatori in cui i 
coefficienti della matrice A siano funzioni di classe C!!°: esistenza e stime della 
soluzione fondamentale, una disuguaglianza di Harnack invariante (cfr. [11], [12]) 
risultati di esistenza e di unicità per il problema di Cauchy (cfr. [13]) e per il 
problema di Dirichlet generalizzato (cfr. [8]), stime di tipo Schauder (sempre in 
(8). 

Risultati di regolarità hòlderiana per operatori parabolici a coefficienti discon- 
tinui sono stati ottenuti con le tecniche di Nash [10] e di Moser [9], anche per 
equazioni quasilineari (cfr. [1]). 

Per gli operatori del tipo (1.1) non sembra che la teoria di Nash-Moser sia imme 
diatamente applicabile. Abbiamo qui ottenuto il risultato di regolarità holderiana 
come conseguenza del Teorema 1.1, richiedendo che i coefficienti della matrice A 
soddisfino una debole ipotesi di regolarità (l’appartenenza alla classe VMOr). Os- 
serviamo d’altra parte che il risultato enunciato nel Teorema 1.1 è nuovo anche per 
gli operatori parabolici classici e non vale quando l’ipotesi di regolarità VMO non 
è verificata. 
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Le tecniche generali con cui abbiamo dimostrato il Teorema 1.1 sono quelle 
introdotte da Chiarenza, Frasca e Longo in [4] per gli operatori ellittici in forma 
di non divergenza, successivamente estese da Bramanti e Cerutti agli operatori 
parabolici (vedi [2]) e poi da Bramanti, Cerutti e Manfredini, agli operatori del tipo 
(1.1), in forma di non divergenza (vedi [3]). Le stesse tecniche sono state utilizzare 
da Di Fazio per gli operatori uniformemente ellittici in forma di divergenza [5]. 

Per adattate le tecniche di Chiarenza Frasca e Longo allo studio degli operatori 
(1.1) abbiamo dovuto dimostrare una formula di rappresentazione per le soluzioni 
deboli e le loro derivate, senza poter supporre che queste siano approssimabili con 
soluzioni di equazioni regolarizzate. 

La prova di questo risultato costituisce il contenuto del paragrafo 3; nei paragrafi 
4 e 5 vengono dimostrati i Teoremi 1.1 e 1.2, rispettivamente. 

La dimostrazione del Teorema 1.2 si basa sostanzialmente sulla seguente osser- 
vazione: se indichiamo con Im, la matrice identità mo X Mo, e definiamo la matrice 


costante N x N 
_{ Imo 0 
i=] : Lh (1.5) 


possiamo riscrivere l'equazione (1.1) nella seguente forma 
Lou = div(JDu) + (x, BDu) — du = div(F), (1.6) 


dove F = F + JDu— ADu e quindi, come conseguenza del Teorema 1.1, F, (SÌ 
P_(RN#!) perj= 1,... Mo, (mentre F,=0perj=mo+1,...,N). 
Utilizzando la formula di rappresentazione per le soluzioni di (1.6) ed una di- 
suguaglianza di Hòrmander puntuale per la soluzione fondamentale di Lo e per le 
sue derivate (Proposizione 5.2), si ottiene immediatamente il risultato di regolarità 


interna. 

RINGRAZIAMENTI. Vogliamo ringraziare il Prof. E. Lanconelli, per aver suggerito 
il problema, il Prof. A. Cavallucci per alcune utili discussioni. 

2 Alcuni risultati noti 


Riportiamo alcuni risultati noti che riguardano gli operatori (1.1) con la matrice A 
costante. Osserviamo che, a causa dell’Ipotesi H, l'operatore “congelato” 


Li = div(A(6)D) + (x, BD) — di (2.1) 


è ipoellittico per ogni ( € RN! (cfr. [7]) ed è invariante rispetto al seguente gruppo 
di traslazioni e al seguente gruppo di dilatazioni di RA: 
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DEFINIZIONE 2.1 Per ogni (x,t),(é, 7) e RV+# definiamo 


(2,t)0 (É,7)=(£+E(7)c,t+7), E(t)=exp(-tB7) 


D(A) = diag(Afmo A*Ims--- 34m), 


ove Im; indica la matrice identità m; x m;. Diremo che (RN+1, 0) è il “gruppo di 
traslazioni associato ad L” e che (D(A), A?) n è il “gruppo di dilatazioni associato 


ad L”. 


Introduciamo ora una norma omogenea di grado 1 rispetto al gruppo di dila- 
tazioni ed associamo ad essa una quasidistanza. Abbiamo preferito la definizione 
scelta da Fabes e Rivière in [6], particolarmente adatta allo studio degli integrali 
singolari. Nella Proposizione successiva sono elencate alcune proprietà di questa 
norma; per la prova rimandiamo alla Proposizione 1.2 di [3]. 


DEFINIZIONE 2.2 Siano a1,... ,@w le costanti per cui la matrice D(A) si scrive 
nella forma D(A) = diag(A%,A%,... ,A°W). Se 2 € RN+ \ {0} poniamo lz]| = @ 


se Q è l’unica soluzione positiva dell’equazione 


2 2 2 2 
1 T2 TN to si 
g201 * 9202 ev p20n "fr di 1, 


e ||z||=0sez=0. 
Indicheremo con 
d(z,w)=|w oz] 


e con B,(z) la d-sfera di centro z e raggio r. 


PROPOSIZIONE 2.3 L'applicazione 2 + ||z|| ha le seguenti proprietà: 
(i) ||ID(A)z]| = Allz]| per ogni 2 € RN+! e per ogni A > 0; 
(ii) L'insieme {z : ||z||=1} è la sfera euclidea Zy41 = {(2,t):|x|}+t? = 1}; 


(iti) Esiste una costante co = co(B) > 0 (dipende solo dalla matrice B ) tale che 
per ogni 2,6 € RNY! si ha 


Ilz 0 ci < co(IlzIl + II6I); 


(iv) Esiste una costante ci = c1(B) > 0 tale che 


1 : 
= Ie] < |22*| <c1llz]] per ogni 2 e RVH 
1 
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(v) Per ogni compatto K di RN! esiste cy = c2(B, K)> 0 tale che 
|a- |< cz ||} o z|], per ogni 2,6 € K con IC 02] <1, 


dove | - | indica la norma euclidea in RN*!. 


OSSERVAZIONE 2.4 La misura di Lebesgue è invariante rispetto al gruppo di tra- 
slazioni associato ad L, in quanto det E(t) = e'*" = 1. Inoltre risulta 


mis(B,(0)) = r°*?mis(B;(0)), 


dove 
Q=mo+3m +...+(2r+1)m,, 


in quanto det D(A) = A9. Chiameremo “dimensione omogenea” di RN+! il numero 
intero Q + 2. 


Introduciamo ora gli spazi di funzioni BMO, e VMOxz, modellati sulle strutture 
di gruppo della Definizione 2.1. 
Indicheremo con B una qualunque sfera di RN+! rispetto alla norma introdotta 


nella Definizione 2.2, con B, una sfera di raggio r e, per ogni u € LL AR43), 


1 
ve= =) 


DEFINIZIONE 2.5 Per ogni funzione u € LL.(RN#!) poniamo 


loc 
|u]|. = su 3 fila) upldz (r) = su - / |u(2) — us, |dz 
ullz = 75 = 3 u(T) = Is = è 
5° mis(B) Jp PICS, MATT og mis(Bo) Jo, dà 
Definaimo allora 


BMOr(R"+!) = fu e LD (R*): ul. < +00), 
VMOr(RN+) = fu e BMOL(R"#) : limm(r) = 0}. 


Ricordiamo ora alcuni risultati di [7] e di [11]: 


PROPOSIZIONE 2.6 Fissato zo € RN+, poniamo 


C(t,29)= f E(s)A(z0) ET (s)ds. 
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Allora, la matrice C(t,20) risulta definita positiva per ogni t > 0 e la soluzione 
fondamentale di L,, definito in (2.1), con polo in zero, è 


1 1 
(zo; Z, t) = (4r)N72(det C(t, 20))!/? exp (-i0- (t, zo)z, 2)) (2.2) 


pert>0,I(z0;7,t)=0 pert<0. 
La soluzione fondamentale di L,, con polo in (€, 7) è la traslata a sinistra di 
I(20; +) rispetto al gruppo (RN+1,0): 


: T(z0; (€, cia o (2, t)). (2.3) 


La (2.8), come funzione delle variabili (€, 7), è la soluzione fondamentale dell’ope- 
ratore L°, = div(A(z0)D) — Y*, con polo in (x,t). 

Esiste un operatore L+ del tipo (1.1), con i coefficienti a;j costanti, ed una 
costante positiva c* tale che, se T+ indica la soluzione fondamentale di L+, allora 


T(z0; 61 0 2) < ct r+(02! 0 z) 


_ i 
Ps tmcroaj se PESA, fai 
L*($.0 2) 


|3x:x;T (20; 1 (e) 2)| < ct ic 


» 
per î,j = l,...,mo, per ogni z, e RVH, 2 = (2,t), € = (É,7), cont<r, (cfr. 
[11], Proposizione 2.4 e Corollario 2.1). 


In seguito utilizzeremo le seguenti notazioni: Li(20;-) = de; T(20;-) e Fi;(20;:) = 
Oxiz;I (20; *), per î,J = 1,... ,mo. Osserviano esplicitamente che T(20; -) è omogenea 
di grado —Q rispetto al gruppo (DA) A?) ho e che, per î,j = 1,...,mo, li(20;-) e 
L';;(20; -) sono omogenee di grado —(Q + 1) e —(Q + 2), rispettivamente. 

Indicheremo con (Km)men un sistema ortonormale e completo in L°(2N41) co- 
stituito da polinomi armonici (armoniche sferiche). Converremo di prolungare le 
Km ad RN+!\{0} in modo che siano funzioni omogenee di grado 0. 

I seguenti risultati, già utilizzati in [4] ed in [3], riguardano lo sviluppo in armo- 
niche sferiche di funzioni omogenee. 


PROPOSIZIONE 2.7 Sia F_ € C°(RN#!\{0}) una funzione omogenea di grado a. 
Allora esiste una successione (bm)meN tale che 


F(2)= }>» bml[2}|"Km(2); 


m=1 


inoltre, per ogni r € N esiste c(r) > 0, tale che 


[bml sup _|Em(2)l < e(r)mr. 
ZEENHI 
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Per quanto riguarda lo sviluppo in armoniche sferiche della funzione T(z0; +), 


T(20;2) = )_ dm(20)Il2|"®Km(2); 


m=l 


si ha che, per ogni r € N esiste c(r) > 0, tale che 


sup |bm(zo)} sup |Km(2)| < c(r)mT. 
zo ERN+! ZEENAI 


Un risultato analogo vale per le derivate T';(20; +), Fi,;j(20;:) ed YT(2z0;-). 
Riportiamo infine due teoremi sugli integrali singolari, il primo dei quali è di- 


mostrato in [3], Teorema 3.1, il secondo è ben noto nel caso euclideo (cfr. [15], 


Teorema 1, Capitolo 5), per il caso non euclideo la prova è contenuta nel Teorema 
7 di [14]. 


TEOREMA 2.8 Assegnata una funzione a € BMOL(RN+!), poniamo per ogni g € 
IP(RN+1), con p>1, e peri,j=1,.... Mo, 


T;;g(2) =lim Fij(2;67 0 2)g(C) dé, 


30 Jjjc-1oz|]>e 


Ci;la, g](2) = lim Pi;(2167) 0 2)fa(2) — a(0g(6)de. 


0 Jjc-1oz|}>e 


Allora T;;9,Ci;la,g] € L?(RN+!) ed esiste una costante positiva c = c(p) tale che 


Tiglio < ciali Cile, gl < call.Ilglp- 


OSSERVAZIONE 2.9 Nel corso del seminario faremo uso del seguente risultato inter- 
medio della prova del Teorema 2.8. Consideriamo lo sviluppo în armoniche sferiche 
della funzione F;;j(20,°): 


00 Ka 
F;.;(20,0) = D_bulco) teo 


posto bt, = sup,, |bm(zo)| € 


= Ji + 
Ti;g(2) = 9 bi, 


K;(6! 0 2) 
1A 167* o 2e+39 (94 ; 


risulta T;jg € LP(RN+!) ed esiste una costante positiva c* = c*(p) tale che 


ITggll» < c' Ilgll». 
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TEOREMA 2.10 Siano a €]0,Q+2[,g > 1 e sia K € C(RN+!\{0}) una funzione 
omogenea di grado —a rispetto al gruppo (D(A); A?) o Allora, se g € L°(RN+!) 


, 
la funzione 


To(a)= / KAI, 


risulta definita quasi dappertutto, ed esiste c = c(g) > 0 tale che 
Tgll < cmax |K(2)] - Ilglla, 


di "A 1 esi 
ove p verifica la relazione + 043374 1. 


3. Formule di rappresentazione 


Dimostriamo innanzitutto una formula di rappresentazione per le soluzioni di (1.1). 
A tal fine costruiamo una funzione ausiliaria. Fissati r,s € R,0<s < r, sia 
« € C”(R) una funzione tale che 


g(t)=1per0<t<s, wg(t)=0pert>r. (3.1) 
Per ogni Co € Ne per r > 0 tale che B.(6o) C O poniamo 
n(2)= (Il 02). (3.2) 
Se u è soluzione di (1.1), allora 
L(nu) = div(G) +9, 
ove 


G=nF +uADn, 


3.3 
g= (ADu, Dn) — (F,Dn)+uY"n. a) 


Osserviamo che, se F1,..., Fn, € IR_(9) e 05,4, ..., Oem € Lie(9), con q< p, 


allora risulta Gi, ..., Gmo € LP(B-(C0)),g € L°(B.(60)) ed esiste una costante c, che 
dipende solo da r, s, p e g, tale che 


mo mo 
> IG; <c (11, #35 15) ; 
j=1 j=1 


= (3.4) 
Ilgllo < c (14 F di (I1;llo + 1,4) ’ 


dove le norme sono calcolate su B,(Co). Per brevità di notazione nel seguito scrive- 


remo B, invece di B,((o). 
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TEOREMA 3.1 Se n,G1,.-.:Gmo,9 sono le funzioni definite in (2.2) e in (3.3), al- 


lora 
(mu) = DS fi, Pula: 02) ny) — anal) (MAIO) — GACON de 
h,k=1 
= fa Ct 0A, 
(3.5) 


e, perj=1,...,mMo, 
dx;(nu)(2) = “fi F;(2;67 0 2)g(6) dé — 640 fra Fj(z;0)v£(C) do + 


lim P;n(2;67 0 2) [(ank(2) — an,k(0)) I, (Mu)(6) — Gn(6)] dG, 


h,k=1 20 {|C-toz||>e 


(3.6) 


per quasi ogni z € RN+!, dove vx è la k—esima componente della normale esterna 
aLNy- 


Nella prova del Teorema faremo uso del seguente 


LEMMA 3.2 Esiste una costante positiva k, che dipende solo dalla matrice B, tale 
che 


[I o zIl 
d; 


RIE 1 
h4 IIC "osi £ Teca] 


<k per j=1,... Mo, 


per ogni $ = (É,7) e per ogni z = (2,1). 


Qui e nel seguito si intende che l’operatore Y* è applicato alla variabile (. Ri- 
mandiamo la prova del Lemma alla fine del paragrafo. 


DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3.1 Otterremo la 3.5 a partire da una semplice 
identità, che vale per le funzioni regolari, attraverso un certo numero di passaggi 
al limite. Poiché la prova risulta un po’ complicata, la abbiamo divisa in tre parti 


principali A, B e C. 
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Sia v una funzione di classe Cs°(0). Per ogni fissato zo € N e per ogni funzione 


E C9(Q), si ha 
ss J La v(OWDd == f OvOA - UCI 
Q a a 
È (LA (20) — (ID (u)(6), DUO) + (3.7) 
JA GPC — m)(0), YO) — fe-marvo. 
a a 


A. In questo primo punto vogliamo dimostrare che (3.7) vale anche quando (6) 
viene sostituita da I(z0; (7! 0 2). In questo modo potremo sfruttare il fatto che, 
essendo v € C5°(RN+!) ed L,, a coefficienti costanti, risulta 


ife J (Lx00) (CIT (20; 0-0 2)dl. 


A tal fine osserviamo che tutte le funzioni in (3.7) sono nulle fuori da un compatto, 


quindi la (3.7) vale per ogni 4 € C°°(RN+1). Se ora £ indica la funzione definita in 


3.1), relativamente ad r = 1,5 = 1, poniamo, per ogni z,za €Ne per ognid > 0 
2 gn gn 


“1 
Ws(20;2;0) = È - (IC221)] T(205 67 0 2). (3.8) 
Essendo L_,v € C6°(R#!), si verifica facilmente che 


im  (an0) Vs(ani zi = ff (0) (O (8016-10 


Consideriamo ora il primo termine del secondo membro di (3.7). Utilizzando la 
prima delle (2.4), si ha 


[ftsGz:0 = Tao; 1 DI < 
2/6 (1241) Tia z)|9(C)|dl = R} (9)(z). 


Osserviamo che, per ogni fissato € RN+!, la funzione R} (9)(z) è decrescente nella 


variabile 6; inoltre 
D*(m)g (171) | 
1 


Di conseguenza Rj(9)(z) + 0 per é + 0, per quasi ogni 2 € RN#!, e quindi 


Jim / voci: 09(04 = far; 0219109, (39) 


- 0. 
540 


RAI» < Îlgll» 
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per quasi ogni 2 € RV+#!, uniformemente in zo € RN+!. 
Per passare al limite nei successivi integrali, osserviamo che 


cto2) _1,y (Modi) 216021 
ili dr e 


per j = 1,... Mo, da cui segue, per il Lemma 3.2, che 


-1 -l0z 
DE: (L e <5 v(£ 2 1) 


Procedendo come per la prova di (3.9), utilizzando la seconda disuguaglianza di 
(2.4) e la pecedente osservazione, si ottiene allora che 


lim (610), Des: O)d = [ (GC), DI (Go; 02) 
lim Ji (A(z0)D(v — mu)(C), Dbs(20; 2; ())d6 = 
o 
VIZIONIO — nu), DI (20; 67) 0 z))db, (3.10) 
im f (LA (co) — ACOID(1u)(6), Dys(20; 2) = 
a 
[[{(A(20) — ACIDE), DICE; 6! 02), 
per quasi ogni 2 € RN+!, uniformemente in zo € RN+!. Osserviamo che per avere 


una proprietà di decrescenza analoga a quella di cui gode la funzione R7(9)(z) 
conviene utilizzare, in luogo di w', la funzione 


wi(t) = max{|w'(s)|,s > #}. 


Dalle (3.9), (3.10) e dalla (3.7) possiamo già concludere che esiste una funzione 
in L?(B,), che indicheremo con T(v — nu)(z0, 2) tale che 


fem A ET 


per quasi ogni z € RV+!, uniformemente in zo € RN+H. 
Se utilizziamo le notazioni seguenti: 


w(s0, 2) == f Mesi 0 209(040 + (60, Dritto 
o, % (3.11) 
n di (LA(o) — A(OID(1mu)(C), DI (zo; (71 0 2))dl 
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S(0 — mu)(20, 2) = (Ao) D(0 — (0), DI (zz; 6-! 0 2), 
si ottiene allora che esiste un insieme di misura nulla H C RN+# tale che 
(mu)(2) — w(z0,2) = (mu)(2) — v(2) — S(v — pu)(20,2) + T(v-nu)(z0,2) (3.12) 


per ogni 2 € RN+!\H, e per ogni 20 € RN+!. 
Più avanti indicheremo in maniera più esplicita la dipendenza di T da v — pu, 
in termini della funzione I(20; -). 


B. Il nostro prossimo obiettivo è una stima delle funzioni S(v- mu) e T(v- nu) 
uniforme in zo. Consideriamo dapprima S(v— nu). Posto 


_ D+(61 0 2) 
St(v- nu)(2) = pet J a x 185, (0 — mu)(0)lde, 


per la seconda disuguaglianza delle (2.4), risulta St(v — nu) E LP e 
IS(0 — pu)(z0,2)] < S+(v— nu)(2), 


di (3.13) 
IST — nu)lI < c(B,) DO la; (0 — m0)llp, 
j=1 
per ogni 2, zo. 
Consideriamo ora T(v — nu). Per utilizzare alcuni risultati della teoria degli 
integrali singolari dimostriamo innanzitutto che 


T(v—nu)(20,2) = lim (0 — pu)(C)Y*T(z0; 6! 0 2)dl, (3.14) 
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per quasi ogni 2 € RN+!, e per ogni zo € RNt!, Osserviamo dapprima che, per ogni 
w € LP(RN+#!), risulta 


f Ys(z0; 01 02 = wW()YT (20; (-! 0 2)dt + 
RN+1 


[l67toz]|>s 


RAC ri (1 o Pizia 2) dG; 


e poniamo 


10 
Ssw(z, 20) = J, w(C)Y* (6 (1221) T(z0;0 0 2) d(. 
5 <|IG=1oz][<s $ 


2 


Utilizzando la terza delle stime (2.4) ed il Lemma 3.2 si verifica che esiste una 
funzione limitata $, nulla in RN+ \ B;(0), tale che 


vr (v (1221) Pan; 02))l < 739 (Deo 2) 
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per ogni z, 20,6 € RN+!. Da questa e dal fatto che 


i ve (6(I24) rimicto) & =0, 
5 <|I6-t02l]<5 


si ottiene allora 


Le ni (Y a Mao; 0 2) [w(6) — w(2)]de 
1 


Ton p x 102) )|w(é)- w(z = Stu(z 
sr Jreragza? (PPT 029) 0) — 0 = St 


|Ssw(z, z0)| = < 


Per la disuguaglianza di Minkowskii si ha d’altra parte 


IStwll < / 


1<|Inli<1 


3 (f.,, holz0 Der) (Pd) "aa, 


e quindi Ssw(z,z0) + 0 per $ + 0, per quasi ogni z € RN+!, uniformemente in 
zo € RN. Resta così provata la (3.14). 
Consideriamo ora lo sviluppo in armoniche sferiche della funzione Y*T(20,*): 


(°) Ka 21 
VT 0! 02) = Dtm 
m=l 


Se poniamo bt, = sup,, |bm(zo)] € 


Hiv nalla)= Ye E) PIA 
TAO - ma) = i DB]. I re O], 


m=l 


dall’Osservazione 2.9 e dal fatto che Y*T(z0, {toz)= % ai,j(20)08, e; F (20, (oz) 
si ottiene vi 
IT - nu)(z0, 2) < T*(v — nu)(z), 
IT+(0 - nu)]lp < Ello — nello, 


per ogni 2, zo € RN+!, con k costante positiva che dipende da p e dall’operatore L. 
In conclusione, se si definisce 


Tv - nu) = [(Mu)(2) — v(2)1+ St — nu)(2) + T* (0 — m)(2), (3.16) 
dalla (3.12), da (3.13) e da (3.15) si ottiene 
lw(20;2) — (M)(2) < T(0 — nu(2), 


BE Pa 3.17 
iT@- n) < è (1 — mul + Y lO; (0- n) ra 


j=1 


(3.15) 
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per quasi ogni z e per ogni zo. 
C. Consideriamo ora una successione di funzioni v, € Cs°(RN+1) tale che 
Imu— vellp Ti 
|Ox; (70) — dx; vr|lp i 0 perj=1,...,mo. 
Il risultato provato nel punto B vale per ogni vx; se ora poniamo 
D(2)= inf { [Fx — nu)(a)| : kE € N}, 

allora esiste un insieme di misura nulla 7 C RN! tale che 

lw(z0,2)— (M(2) SD), NT] < inf FT — nu)]p : k€ N}, 


per ogni 2 € RN+1\H, e per ogni zo € RNH., 
Pertanto, per la (3.17) e per la scelta della successione (vx)xen» possiamo con- 
cludere che 
(nu)(2) = w(20,2) 
per ogni zo € RN+, e per ogni z € RN+\H. Scegliendo 20 = = si ottiene la (3.5). 
Per quanto riguarda la (3.6), osserviamo preliminarmente che, se g € C6°(RN+!), 
procedendo con tecniche usuali (vedi ad esempio il Teorema 2.4 di [3]) si ottiene 


ds, rar T(z0; (3 o 2)g(C)de = Ko T;(z0; + lo) 2)g(é)de, 


per ogni j = 1,...,mo e per ogni 2,20 € RNH. Lo stesso risultato si estende 
alle funzioni g € LP(RN+!), con un elementare argomento di densità, utilizzando il 
Teorema 2.10. Procedendo nello stesso modo per gli altri integrali che definiscono 
w(20,z) ed utilizzando anche il Teorema 2.8 si trova 


dx;w(z0,2) = — Li Li(z0; 6 o z)g(6) dé — )_ (3) La T;(z0; C)vk(6) do + 


lm / a Tin(z0567 0 2) [(ank(20) — an k(0)) dx, (MU)(0) — Gi(6)] db, 
De (3.18) 


per ogni zo € RN#! e per quasi ogni 2 € RN, La prova del Teorema sarà conclusa 
se potremo scrivere l’identità (3.18) con 20 = 2. 

Per ogni fissato zo consideriamo lo sviluppo in armoniche sferiche di ognuno dei 
termini che compaiono in (3.18). Possiamo scrivere, con notazioni un po’ semplifi- 
cate, 


h,k=1 


de; (mu)(2) = dz;t(20,2) = Y 7 bm(20)Tm(9m)(2), 


m=1 
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dove, a seconda dell’indice m, gm indica una delle funzioni g, Gj, dx;(MU), d;,1Ax, (NU), 
con j,h = 1,... ,mo, mentre Tm indica la convoluzione con una opportuna funzione 
omogenea. Poiché, come conseguenza della Proposizione 2.7, la serie converge in 
L?(RN+!), uniformemente rispetto a zo, risulta anche 


00 
ds; (1u)(2) = Y_ bm(2)Tm(9m)(2); 
m=l 
per quasi ogni z, e questo conclude la prova del Teorema, in quanto l’ultima espres- 
sione coincide con lo sviluppo in armoniche sferiche del scondo membro di (3.6). 


DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 3.2 Ricordiamo che, se w = (y,s) è un qualunque 
punto di RN+! abbiamo definito la sua norma |zo|| come l’unica soluzione 0 > 0 
dell’equazione 


M(w,0) = du. + do + , = 
Di conseguenza 
dol ___-1  9M(vlll) 
du Ge (w, ll) di 
e quindi, essendo |y;| < ||w]|®, |s| < ||w||?, si ottiene 
eli < paia Sil" Al ci 19) 


Cio premesso, scrivendo esplicitamente (10z= (x — E(t—7)f,t- T), si ottiene 
® N a 
olctoeli __y> alto 
Ù; dyr 


Ricordando che E(s) = exp(-sBT) e che la matrice B ha la forma “a blocchi” 
dichiarata nell’Ipotesi H, si verifica che 


ex;(t _ T). 
k=1 


alto zi _ Altea) SI am 4.4 


Ok; dy; l k=mo+1 dyr 
N 
en alctozl 
—__-— ex) E - 
[ 
ci k=mo+m1+...+mr-141 dyr 

Da questa uguaglianza, e da (3.19), ricordando che @1 = ... = @mo = 1, Gmo+1 = 
2 Ciigdiy = d-- 1 ipnppat ON 2r + 1, segue subito la 


prima asserzione del Lemma. 
La seconda si ottiene nello stesso modo, dal momento che risulta 


all: 
vctoa=-Tlioa, 


come si verifica con un calcolo diretto. 
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4 Stime IP 


Proveremo innanzitutto alcuni risultati preliminari. Per abbreviare le notazioni 
indicheremo con Dot il vettore costituito dalle prime mo derivate di u 


Dou = (0,,u,...,0 u) 


> Emo 


e scriveremo ||F||p, || Dou]p invece di #1 Flo, Dre, [lOsxt]lp, rispettivamente. 
Per ogni (o € Ne per r,s > 0 tali che B,(60) C A ed s < r consideriamo la 
funzione 7 definita in (3.2). 
Nel seguito scriveremo B, invece di B,(Co) e 


v(2) = n(2)u(2); 
con le notazioni introdotte in (3.3) risulta 
Lv = div(G) + g. 
Valgono i seguenti risultati: 
LEMMA 4.1 Se u, F € IP(B,) e Dou € L°(B,), con p,q> 0 tali che - = 14 ia 
allora Dov € LP(B,) ed esiste una costante positiva ro, che dipende solo dall’opera- 
tore L tale che, se r €]0, ro], risulta 
lDovllp < & (IlF;L?(B.)] + lu; L?(8,)]| + |[Dow; L°(B.)I), 
conk= k(r,s)>0. 
DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 4.1 Dimostriamo la disuguaglianza supponendo 


momentaneamenta di sapere che Dou € L?(B,). 
Utilizziamo le notazioni dei Teoremi 2.10 e 2.8, ed indichiamo con 


Cl) = ;(2; )vx(C) do. 
= / OO 


Per le formule di rappresentazione del Teorema 3.1 risulta 


mo mo mo 

ve;(2) = DI Cielanesvax](2) — YO T;a(G4)(2) — Tg(2) — D_cin(2)Gh(2), 
h,k=1 h=1 h=1 

e quindi, per i Teoremi suddetti, (ed essendo le funzioni c;n limitate) 


l0z;v]lp < e ( v Ian,k]l-{3ex ll» + IG] + I) 


h,k=1 
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ove le norme ||-||. sono calcolate in effetti sulla sfera B;(6o). Di conseguenza, avendo 
supposto i coefficienti an x appartenenti alla classe VMOL, esiste ro > 0 tale che per 
ogni r €]0, ro] risulta 


Dovll» < e (IIGI» + Ilglla) - 


Essendo la funzione 7 limitata e con supporto nella sfera B.-(6o) ed essendo p > g, 
da questa e da (3.4) segue immadiatamente la stima dichiarata. 

Senza l’ipotesi che Dou € L?(B,), procedendo nello stesso modo, tenendo conto 
che tutte le funzioni sono a supporto compatto, possiamo osservare che l’applica- 
zione 


T:(19(B,))" + (L*(B.))"®, (4.1) 


che ad ogni funzione U € L°(B,) associa TU definita da 


FO) = SE Cialani, Vala) — DO Tia(Gu)(a) — Tola) — YO ciala)GH2) 
h=1 h=1 


h,k=1 


per j = 1,... mo è una contrazione, e che quindi Dov è l’unico punto fisso di T. 
D’altra parte, con una scelta opportuna di ro, si ha anche che 7 è una contrazione di 
L?(B,), e quindi ha un unico punto fisso U, € L?(B,). Poiché L°*(B,) C I?(B.),Up 
è anche punto fisso di T in L*(B,) e quindi Div=U, € LP(B;). 


OSSERVAZIONE 4.2 Il procedimento utilizzato per provare che Dov € IP(B,) è 
ispirato al lavoro di Chiarenza, Frasca e Longo. Con un numero finito di iterazioni 
si ottiene facilmentre che, se u è soluzione debole di (1.1), con u, F_E Lt) 
allora anche Dou € LR (0). Nel seguito useremo questo risultato senza citarlo 
esplicitamente. 


LEMMA 4.3 Siano 0,0 € R, con0<o<0£To, dove ro è come nel Lemma 4.1, 
e sia p> 2. Allora esiste una costante co = co(0,0,p) > 0 tale che 


|| Dow; L?(Bo))| < co(IlF; L?(Bo)ll + lu; £°(Bo)ll + Dow; I?(Bo)ll). 
DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 4.3 Nel caso in cui 2% da è 1 il risultato segue 
immediatamente dal Lemma 4.1, applicato con 0 = 7 € 0 = $, in quanto (2) = 1 


per ogni 2 € B;(6o). 
In caso contrario occorre iterare il procedimento: poniamo 


m=minfpeN: 5325-53} s=(2)° 
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e, perh=1,...,m+1, 


_ gh-1 ila _ P(Q+2) 
sh=ò 9, ra=d"0, 7 (h-1)p+(Q+2) 


Per il Lemma 4.1 risulta allora 
Dow; 2°*(B.,.)Il < c4 (I|F; L®*(B,,)I| + ||; L®*(B,,.)Il + ||Dow; L°+1(B.,)|l) 


per ogni h= 1,...,m. Essendo s1 = 0,rm = Q€Imt1 £2< Gm <...<@=p,da 
questa segue la prova del Lemma. 


LEMMA 4.4 Supponiamo che u, F_ € L?(B,). Allora, per ogni r,s, con0 <s<r 
esiste una costante c, = ci(r, 5) > 0 tale che 


Dow; L°(B.)I| < ai (LF; L2(8,)]| + lu; L2(3,)]}) . 


DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 4.4 Nella definizione di soluzione debole utilizziamo 
come funzione test 


w= un? 


dove n è la funzione definita in (3.2). Con un conto diretto si trova 
J ADI, DI) + 2un(ADu, Dn)) + 5/Y (n°?) — 


fmavn=f (20, Du) + 20048. Dm), 
da cui segue direttamente 


4° |InDoulli  c(Ilullz + IullalImDowla + |Flla]ImDowll2 + Ihull2}1F]}2) 


< (€) (Ilu|? + |FIR) + en Doult, 49) 


ove le norme sono calcolate in B,((0), 4 è la costante che compare nell’Ipotesi H1 ed 
€ è arbitrario. Poiché n(z) = 1 per ogni 2 € B;((0), da (4.2) segue immediatamente 
la prova del Lemma. 


DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.1 Osserviamo innanzitutto che è sufficiente 
dimostrare il Teorema nel caso in cui l’aperto 9 sia una sfera B.(6o) e K sia B;(Co), 
con 0 < s < r. Ricordiamo poi che nell’Osservazione 4.2 abbiamo già provato che 
Dou € Lf(9). 

Inoltre basta considerare solo il caso p > 2, in quanto il caso p = 2 è contenuto 
nel Lemma 4.4 ed il caso 1 < p < 2 si ottiene con un elementare argomento di 
dualità. 

Ciò premesso, la prova del Teorema è una banale conseguenza dei Lemmi 4.3 e 
4.4. 
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5 Regolarità hòlderiana 


In questo paragrafo dimostrerermo il risultato di regolarità hòlderiana enunciato nel 
Teorema 1.2. Premettiamo il seguente lemma, che migliora un risultato già noto 
(cfr.[3], Lemma 3.5 e [14], Proposizione 3.4). 


LEMMA 5.1 Sia a € R e sia K € C*(RN+!\{0}) una funzione omogenea di grado 
a rispetto al gruppo (DA) A?) vo Allora esistono due costanti c > 0 e M > 1 tali 
che se ||z|| > M ||z7} © CI: 


LK(6) — K(2)l S ella" 0 CI Ie}. 
Il risultato seguente è un immediato corollario del Lemma. 


PROPOSIZIONE 5.2 (Disuguaglianza di tipo Hòrmander puntuale) Esistono due co- 
stanti c> 0 e M > 1 tali che, per ogni zo € RNY! e per i,j=1,... ,Mo, 


e e a 
IT(zo; ww 0 6) — P(zojw 0 2) Sc [ato we” 


|F;(zo;w o 6) a Lj(20;w 9 2)| <c {2-1 o w|[+? i 


ct 0 2] 


sigrd af =— =" oss 
IPis(zo; w71 0 6) — Fij(zo;w7! 02) £e 2-3 0 w||®+8” 


per ogni z,(,w tali che ||: o w|| > M]|z7 o G||. 
DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 5.1 Indichiamo w = 2° o (, e supponiamo per 


il momento che sia ||z|| = 1. 
Osserviamo preliminarmente che, essendo M > 1, si ha per la Proposizione 2.3 


IC = |z 0 w|] < co(1+1/M) < 20, 
e quindi, sempre per la Proposizione 23, 
(C-2|< call oz] = callull. 
Inoltre risulta 
1 = ||2[= 10 (I) < co(ilcit+ Iho7*1) < co(ilSi + calleoll) < co(IlCii + 1/24), 


da cui segue, se si sceglie M > co01, dove le costanti co e ci sono quelle della 
Proposizione 2.3, 
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Poiché K € C!(RN+1\{0}), 
IK(2)- K(OI<_ sup |DK(w)||C— z| < c|[oll, 
SS|w]]<2co 
dove ovviamente c = cy SUPz<llull<2co IDK(w)|. 
Se invece z è un qualunque elemento di RN+!\{0}, allora 
I (2) — K(OI = IIzll"|K(D(I2]7)2) — K(2(zD0o] 
< ellell® |(P(IzI7)2)* 0 (le 0)| 


= cl[2][" IG! 0 z|, 


in quanto, per ogni À > 0 si ha 
(D()2)"* 0 (D(NC) = (D(A) (271) 0 (D(A0) = DA) (2° 00). 
Questo prova il Lemma 5.1. 


DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.2 Dimostreremo il Teorema nel caso in cui K = 
B;(z0) C A. Come già osservato nell’introduzione, conviene scrivere l’equazione 
(1.1) nella forma seguente i 


Lou = div(JDu) + (r, BDu) — Qu= div(F), 


dove F = F + JDu — ADu. 
Sia r > s tale che B,(z0) C Ne sia n la funzione definita nel paragrafo 3 in (3.2). 


Posto 
v(z2) = n(2)u(2), 
risulta "3 
Lov= div(G)+g 
con 


G=nF+JDn(=n(F+JDu- ADu)+JDn), 
9=(JDu, Dn) — (F,Dn)+uY"n. 

Notiamo che G,g sono nulle fuori da B, e che, Per il Teorema 1.1, risulta G,j E 

L?(B,), con 


I1G, L?(B,)]| < c1 (IF; L(Q) + lu; (QI), 


_ (5.1) 
19, L9(B,)]| < ca (IF; Z?(Q)] + ||u; Z?(O)]]). 


Poiché sull’insieme B, le funzioni u e v coincidono, sarà sufficiente provare la (1.4) 
per la funzione v. 
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Se indichiamo con T° la soluzione fondamentale dell’operatore Lo la formula di 
rappresentazione del Teorema 3.1 si scrive semplicemente 


(2) = e» / rw! 0 2)G;(w)dw — J rw 0 2)g(w)dw = Vul) — vo(z). 


Consideriamo uno degli integrali v; nell’ultima somma. Risulta 


lv;(2) — v;(0)) = 


feetom-rtou)) Gs (10) du < 


J (11922! 0 w)| + [1961 0 w)]) [GL (1) + 
[271 ow||<M]|z-!oC]l 


tI Pot ow) — TIC! cu) Gs (w)ldw < 
[l2-tow]|>M]|z7toc]] 
(per la Proposizione 2.3 e per il Corollario 5.2) 


cf ||: 0 w| (+9 |Gr(w)|dw + 
fle-towl|<MI|z-!oC] 


i) N63 0 wolf (9+4|Gh (1)ldw + 
Ict 0w]]<co(M+1)]lz710cI] 
|ctozl 


c —_—A34; E, w)|dw. 
ATE o ver! (10) 


Applicando la disuguaglianza di Hòlder da questa segue immediatamente 


SA > o si) -Qt2 
lo;(2) — vi(01 < ENG; (BOI: N60 2) > (5.2) 
per j = 1,... Mo, con È costante positiva che dipende solo dall’operatore L. 


Con un ragionamento del tutto analogo, utilizzando q in luogo di p, dove s = 
= + dn si ottiene poi 
2 so ui - 212 
lvo(2) — vo(O)I < È IG LENIN 0 a. 


Essendo g < p, da questa, dalla (5.2) e dalla (5.1) segue la prova del Teorema. 
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